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УДК 517.968 
Т. С. ПОЛЯНСКАЯ 
ДИСКРЕТНАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОДНОГО ГИПЕРСИНГУЛЯРНОГО 
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ 
На основе метода дискретных особенностей построена дискретная математическая модель гиперсингулярного интегрального уравнения на 
стандартном интервале ( 1,1)−  и на системе интервалов. Доказана однозначная разрешимость дискретной модели и дана оценка скорости 
сходимости решения дискретной задачи к точному решению гиперсингулярного интегрального уравнения при некоторых предположениях 
гладкости. 
Ключевые слова: гиперсингулярное интегральное уравнение, метод дискретных особенностей. 
Т. С. ПОЛЯНСЬКА 
ДИСКРЕТНА МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ОДНОГО ГІПЕРСИНГУЛЯРНОГО ІНТЕГРАЛЬНОГО 
РІВНЯННЯ 
На основі методу дискретних особливостей  построєна дискретна математична модель гіперсингулярного інтегрального рівняння на станда-
ртному інтервалі ( 1,1)−  і на системі інтервалів. Доведено однозначна розв’язність дискретної моделі і дана оцінка швидкості збіжності рі-
шення дискретної задачі до точного рішення гіперсингулярного інтегрального  рівняння при деяких припущеннях гладкості. 
Ключові слова: гіперсингулярне  інтегральне  рівняння , метод дискретных особливостей. 
T. S. POLYANSKAYA 
DISCRETE MATHEMATIСAL MODEL OF A HYPERSINGULAR INTEGRAL EQUATION 
A discrete mathematical model of a hypersingular integral equation on the standard interval ( 1,1)−  and on a system of intervals is constructed based 
on the method of discrete singularities. The unique solvability of the model is proved and the convergence rate of the solution of the discrete problem 
to the exact solution of the hypersingular integral equation is estimated under some smoothness assumptions. 
Key words: hypersinular integral equation, method of discrete singularities. 
Введение. На базе гиперсингулярного интегрального уравнения (ГСИУ): 
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1 ( , ) ( ) 1 ( ), 1K x x u x x dx f x x
pi
−
+ − = <∫                                                    (1) 
была построена математическая модель электромагнитного поля в коаксиальном гиротроне для случая ТМ волн 
(Transverse Magnetic Waves). Это уравнение возникает также в теории проволочных антенн. При исследовании 
математической модели гиротрона с несколькими резонаторами различной ширины и глубины возникает необ-
ходимость численного решения ГСИУ на системе интервалов. 
 
Численное решение ГСИУ на интервале ( 1, 1)− . Рассмотрим уравнение (1) относительно неизвестной 
функции ( )u x , которое предполагается однозначно разрешимым. Здесь первый интеграл понимается в смысле 
конечной части по Адамару, а второй интеграл – в смысле главного значения по Коши; a  и b  – заданные кон-
станты. Построение численного метода приближенного решения уравнения (1) и его обоснование проводятся в 
предположении, что 
1,
0 [ 1,1]( ) ,f x C α−∈  а 1,0 [ 1,1]( , )K x x C α−∈  по каждой из переменных равномерно относительно дру-
гой переменной, где 
1,
[ 1,1]C
α
−
 – класс функций, производная которых удовлетворяет условию Гёльдера с показате-
лем 0.α >   
Введём операторы: 
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1
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С помощью этих обозначений уравнение (1) можно записать в операторном виде: 
.Au a u bBu Ku f+ Γ + + =                                                                       (2) 
Имеют место соотношения [2, 3]: 
1 1 0
1 0
: ( ) ( );
: ( ) ( ),
n n
n n
A U x nU x
U x T x
− −
−
→
Γ →
 
где 1( )nU x−  – многочлен Чебышева второго рода степени ( 1)n − , а ( )nT x  – многочлен Чебышева первого рода 
степени n . Оператор B  переводит полиномы степени ( 2)n −  в полиномы степени n . То есть оператор A  со-
храняет степень полинома, а операторы Γ  и B  повышают её. Это следует учитывать при дискретизации урав-
нения (2). Произведём регуляризацию операторов Γ  и B  так, чтобы регуляризированные операторы переводи-
ли полиномы степени ( 2)n −  в полиномы степени ( 2).n −  Для этого положим [1, 3]: 
( )
1
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∫  
Обозначим ( )2 ( )nP v x−  – интерполяционный полином Лагранжа функции ( )v x  с узлами интерполирования 
cos , 1, ..., 1nj
j
x j n
n
pi= = − , которые являются нулями многочлена Чебышева второго рода 1( ).nU x−  
В соответствии с методом дискретных особенностей, приближенное решение уравнения (1) ищем в виде 
интерполяционного полинома Лагранжа ( )2 2( ) ( )n nu x P u x− −≡  из уравнения: 
( )
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+ − = <∫ ,                                 (3) 
которое может быть записано в операторном виде: 
2 2 2 2 2 2 2 2n n n n n n n nAu a u bB u K u f− − − − − − − −+ Γ + + = ,                                               (4) 
где 
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( ) ( )01 22 2 0 2 2 0 2
1
1( ) ( , ) ( ) 1
x xn п n n n
K u x P P K x x u x x dx
pi− − − − −
−
≡ −∫ ,  ( )2 0 2 0( ) ( ).n nf x P f x− −=  
Подставляя в уравнение (3) вместо 0x  значения cos , 1, ..., 1nk
k
x k n
n
pi= = − , получаем систему, состоящую 
из ( 1)n −  уравнений. Применим для вычисления интегралов в этой системе точные квадратурные формулы ин-
терполяционного типа [2]: 
( )( )
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( )21 1 1 (4)2
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x
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npi
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В результате получаем эквивалентную уравнению (3) систему линейных алгебраических уравнений отно-
сительно значений искомой функции в узлах интерполирования: 
( )1 (1) (2) (3) (4) 2
1
( ) ( ), 1, 2, ..., 1
n
n n
n j kjk n jk n jk n jk n
j
J J J J u x f x k n
−
−
=
+ + + = = −∑ ,                                          (5) 
где 
( )(1) (2) 2(1) (2) 2, ; ( 1) 1 ( ) , ;
, ; 0, ;2
j k njk n jjk n
jk n jk n
I j k I x j k
J J nn j k j k
+ ≠  + − − ≠ 
= = 
− = 
=
 
( )2(3) (3) (4) (4)1 ( ) 2 ( ) ( )2( 1)
,
1
n n nk jj n j n k
jk n jk n jk n jk n
x T x T x
J I J I
n n n
+
−  
−
 = + + =
 
−
 
. 
Отметим, что число уравнений полученной системы равно числу неизвестных. 
Однозначная разрешимость системы (5) эквивалентна однозначной разрешимости уравнения (3) и, соответ-
ственно, уравнения (4). Доказательство однозначной разрешимости удобнее проводить для операторного урав-
нения (4). 
Введем гильбертовы пространства, в которых действуют рассматриваемые операторы. Пусть IL  – гиль-
бертово пространство функций со скалярным произведением: 
( ) ( )1 12 2 2
1 1
( , ) ( ) ( ) 1 ( ) 1 ( ) 1Iu v u x v x x dx u x x v x x dx
− −
′ ′
= − + − −∫ ∫ ; 
IIL  – гильбертово пространство функций со скалярным произведением: 
1
2
1
( , ) ( ) ( ) 1IIu v u x v x x dx
−
= −∫ . 
2Π
I
n−  и 2Π
II
n−  – пространства полиномов степени не выше ( 2),n −  являющиеся подпространствами гильберто-
вых пространств IL  и IIL , соответственно. 
Операторы A  и Γ  вполне непрерывны в паре пространств ( , )I IIL L , следовательно, и оператор A a+ Γ  
вполне непрерывен в этой же паре пространств. А отсюда и из однозначной разрешимости уравнения (1) следу-
ет непрерывная обратимость оператора A B Ka b+ Γ + +  в паре пространств ( , ).I IIL L  Оператор 2A na −+ Γ +  
2 2B Kn nb − −+ +  действует в паре пространств 2 2(Π , Π ).I IIn n− −   
Для доказательства однозначной разрешимости уравнения (4) и оценки скорости сходимости приближен-
ного решения к точному нам нужны следующие неравенства, которые получаем, пользуясь теоремами Джексона 
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и свойствами интерполяционных полиномов [1, 5]: 
2 1IIn L
Ff f
n α
− +
− ≤ ;   
2
(1)
2 Π I IInn L
C
n−
− →
Γ − Γ ≤ ;   
2
(2)
2 Π 2I IInn L
CB B
n−
− →
− ≤ ; 
22 Π 1
( )
I II
n
n L
C KK K
n α−
− → +
− ≤ ,                                                                       (6) 
где (1) (2)3; , , , ( )n F C C C K>  – константы, не зависящие от .n  
Из неравенств (6) следует оценка: 
(1) (2)
2 2 2 2 2 2 22 1
( )( ) ( ) II I In n n n n n nL L L
C C C K DA a bB K u A a bB K u u u
n nn n α
− − − − − − −+
 
+ Γ + + − + Γ + + ≤ + + ≤  
 
,       (7) 
где D  – константа, не зависящая от .n  
Далее воспользуемся следующим результатом [4]: 
Пусть X  и Y  – линейные нормированные пространства, X X⊂ɶ  и Y Y⊂ɶ  – их конечномерные 
подпространства одинаковой размерности. Рассмотрим два уравнения: 
точное 
( , )Kx y x X y Y= ∈ ∈  
и приближённое 
( , )Kx y x X y Y= ∈ ∈ɶ ɶ ɶɶ ɶ ɶ ɶ , 
где K  и Kɶ  – линейные операторы; : , :K X Y K X Y→ →ɶ ɶ ɶ . Тогда, если выполнены условия:  
а) оператор K  непрерывно обратим в паре пространств ( , )X Y ;  
б) 1 1,
X YY X
p K K K−
→→
= − <
ɶ ɶ
ɶ
 
то приближённое уравнение имеет единственное решение x X∗ ∈ ɶɶ  при любой правой части ,y Y∈ ɶɶ  причём, если 
x X∗ ∈ −  точное решение уравнения Kx y=  и  ,
Y
y yδ = − ɶ  то 
1 1(1 ) .
YX Y X
x x K p p yδ∗ ∗ − −
→
 − ≤ − − ɶ  
Отсюда, пользуясь неравенствами (6) и (7), окончательно получаем следующий результат. 
 
Теорема 1. При всех 1( ) II IL Ln D A a bB K
−
→
≥ + Γ + +  уравнение (4) имеет единственное решение. Кроме 
того, имеет место оценка скорости сходимости приближенного решения к точному: 
2
1
In Lu u O n−
 
− =  
 
. 
 
Численное решение ГСИУ на системе интервалов. Рассмотрим уравнение 
( ) 0 0 0 020
1 ( ) ( ) 1( ) ln ( , ) ( ) ( ),
oS S S S
v t a v t bdt dt v t t t dt Q t t v t dt g t t S
t tt tpi pi pi pi
+ + − + = ∈
−
−
∫ ∫ ∫ ∫ ,                        (8) 
относительно неизвестной функции ( ).v t  
Здесь 1, 1,1 1 0 0
1
( , ), ... , ( ) , ( , )
m
k k m m S S
k
S g t C Q t t Cα αα β α β α β
=
= − ∞ < < < < < < +∞ ∈ ∈∪  по каждой из перемен-
ных равномерно относительно другой переменной, a  и b  – заданные константы. Уравнение (8) предполагается 
однозначно разрешимым. 
Обозначим: 
( ) 00 ( , )0 0 0 0, ( , ) ( , )( ) ( )( ) ( ), ( ) ( ), ( , ) ( , ), , 1, ...,i ij j i i j j
tj j j i ijt t
t
v t t t w t g t g t Q t t Q t t i j mα β
α β α β
α β
α β ∈
∈ ∈
∈
= − − = = = . 
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Обозначим также ( )1( ) ,
2к k k k k
x xϕ β α α β = − + +   и произведем замену переменных: 
0 0 0 0( ), ( , ), 1 1; ( ), ( , ), 1 1i i i j j jt x t x t x t xϕ α β ϕ α β= ∈ − < < = ∈ − < < . 
Обозначая 0 0( ) ( ( )), ( ) ( ( ))j j j i i iu x w x f x g xϕ ϕ= =  и производя очевидные преобразования, получаем сле-
дующую систему ГСИУ относительно неизвестных функций ( ), 1, ...,iu x i m= : 
( )
1 1 1
2 2 2
02
01 1 10
( ) ( )1 1 1 ln ( ) 1i i i i i
u x a u x b
x dx x dx x xu x x dx
x xx xpi pi pi
− − −
− + − + − − +
−
−
∫ ∫ ∫  
1
2
0 0 0
1 1
1 ( , ) ( ) 1 ( ), 1, 1, ...,
m
ij j i
j
K x x u x x dx f x x i m
pi
=
−
+ − = < =∑ ∫ .                                      (9) 
Здесь 
1,
0 [ 1,1]( ) ,if x C α−∈  а 1,0 [ 1,1]( , )ijK x x C α−∈  по каждой из переменных равномерно относительно другой пере-
менной, , 1, ...,i j m= . 
Эту систему можно записать в виде операторного уравнения  
Au a u bBu Ku f+ Γ + + =                                                                     (10) 
относительно неизвестной вектор-функции { } 1( ) ( ) .mi iu x u x ==  Здесь введены обозначения: 
( ) ( ){ }0 0 1( ) ( ) mi iAu x Au x == ;   ( ) ( ){ }0 0 1( ) ( ) mi i ia u x a u x =Γ = Γ ;   ( ) ( ){ }0 0 1( ) ( ) mi i ibBu x b Bu x == ; 
( ) 0 0
1 1
( ) ( )
m
m
ij j
j i
Ku x K u x
=
=
   
=    
   
∑

;   { }0 0 1( ) ( ) mi if x f x ==

. 
Однозначная разрешимость уравнения (8) эквивалентна однозначной разрешимости системы (9)  и, следо-
вательно, уравнения (10).  
Приближенное решение { }2 1 21( ) ( ) , ( , , ..., )i mn in miu x u x n n n n− == = , уравнения (10) ищется  из операторного 
уравнения 
,n n n n n n n nAu a u bB u K u f+ Γ + + =

   
                                                          (11) 
где 
( ) ( ){ }0 2 2 0 1( ) ( )i i mn n i n in ia u x a u x− − =Γ = Γ ;   ( ) ( ){ }0 2 2 0 1( ) ( )i i mn n i n in ibB u x b B u x− − == ; 
( ) 0 2 2 2 0
1 1
( ) ( )
i j j
m
m
n n ijn n jn
j i
K u x K u x
− − −
=
=
   
=    
   
∑

;   { }0 02 1( ) ( )i
m
n in if x f x− ==

. 
Операторное уравнение (11) эквивалентно следующей системе ГСИУ: 
( )
1 1
2 2 2
2 2 1 02
01 10
( )1 11 ( ) 2 ( ) ( ) 1i
i i i
in i
in n n
u x a
x dx u x U x T x x dx
x xx xpi pi
−
− − −
− −
 
− + − − + 
−
−  
∫ ∫  
1
1 1 0 0 2
0 2
1
2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
ln ( ) 1
1
i i i i
i
n n n ni
in
i i
T x T x T x T xb
x x u x x dx
n npi
− −
−
−
 
+ − + + − +  
− 
∫  
( ) ( )01 22 2 0 2 2 0 01 1
1 ( , ) ( ) 1 ( ), 1, 1, ...,
i x i x j i
m
n n ij jn n
j
P P K x x u x x dx P f x x i m
pi − − − −
=
−
+ − = < =∑ ∫ .                   (12) 
Подставляя в i − е уравнение системы (12) вместо 0x  значения cos , 1, ..., 1, 1, ...,in ik
i
k
x k n i m
n
pi= = − = , по-
лучаем систему, состоящую из 
1
m
i
i
n m
=
−∑  уравнений. Вычисляя в этой системе интегралы с помощью квадратур-
ных формул, получаем, так же, как в случае одного ГСИУ, систему линейных алгебраических уравнений, экви-
валентную системе (12). Пользуясь оценками (6), легко доказать, что при { }1 2min , , ..., 3mn n n n= >  имеет место 
неравенство 
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( ) ( ) IIIn n n n n n LL
MA a bB K u A a bB K u u
n
+ Γ + + − + Γ + + ≤   ,                                  (13) 
где M  – константа, не зависящая от .n  
Здесь IL  и IIL  – гильбертовы пространства вектор-функций со скалярными произведениями 
1
( , ) ( , )
m
I I
i i
i
u v u v
=
=∑
 
    и   
1
( , ) ( , )
m
II II
i i
i
u v u v
=
=∑
 
, соответственно. 
Из неравенства (13) следует 
 
Теорема 2. При всех n  таких, что 1( Г ) II IL Ln M A a bB K
−
→
≥ + + + , система (12) имеет единственное 
решение. Кроме того, имеет место оценка скорости сходимости приближенного решения к точному: 
1
In Lu u O n
 
− =  
 
 
. 
 
Перспективы дальнейших исследований. Пользуясь приведенными результатами, можно рассмотреть 
численное решение методом  дискретных особенностей  гиперсингулярных интегральных уравнений, 
содержащих произведения одномерных гиперсингулярных интегральных операторов как рассмотренного вида, 
так и операторов 
2
2 00
1 ( )
2 2sin
2
f dpi ϕ ϕ
ϕ ϕpi −∫
, 
действующих в пространстве тригонометрических полиномов. 
 
Выводы. Подробно рассмотрено численное решение методом дискретных особенностей гиперсингулярно-
го интегрального уравнения на интервале ( 1, 1)−  и на системе интервалов. Построены системы линейных 
алгебраических уравнений, аппроксимирующие эти уравнения. Доказано,что, при некоторых предположениях 
гладкости ядер регулярных частей и правых частей этих гиперсингулярных интегральных уравнений, каждая из 
построенныех систем линейных алгебраических уравнений имеет единственное решение. Кроме того, даны 
оценки скорости сходимости приближённых решений к точным в среднем. 
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